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TPE

FILIERE M

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES OPTION

PREMIERE PARTIE : matrice compagne d’un endomorphisme cyclique

I 1) e Si f est cyclique, il existe un vecteur x¢ tel que la famille 2 = (xo, f(xo), ..., "' (xo)) soit une base de E.
Notons (—ayg,...,—an_1) les coordonnées du vecteur f™(xo) = f(f"~'(x0)) dans la base 2. Dans cette base, la matrice
de f est la matrice C.

e Réciproquement, si # = (ey,...,en) est une base de E dans laquelle la matrice de f est C, posons xo = ej.

Pour i€ [2,n], on ae; = f(e;_1) et donc, pour i € [1,n—1], e; = fi=1(e7) = 1 (xo). La famille (xo, f(xo), ..., f* ' (x0))
est donc une base de E et f est cyclique.

f est cyclique si et seulement si il Z base de E telle que Matg(f) = C.
I 2) En développant det(C — XI,,) suivant sa derniére colonne, on obtient

n—2
Pe = (—an 1 =X) (=X + ) (=) (—ai) A,
k=0

X 0 ... 0 0 ... ... 0
x =X
0
ol Ay est le déterminant z x _XX (1) v 2 , (—X) étant écrit k fois. Un calcul par blocs fournit
0
: X
X x 0 0 1
Ay = (—=X)* et donc,
n—2 n—1
Pe=(-1"X"+an 1 X"+ Y (=DFar (DX = (DX + ) aXF) = (-1)"Q.
k=0 k=0
Pc=(-1)"Q.

Si f est cyclique, on peut lui associer comme en 1) une matrice compagne. D’aprés le calcul précédent, les coefficients de
la derniére colonne de cette matrice sont uniquement déterminés a partir des coefficients du polynéme caractéristique de
f. La matrice compagne associée & un endomorphisme cyclique est uniquement définie.

I 3) Soit A une valeur propre complexe de la matrice C. La matrice constituée par les n — 1 premiéres colonnes et n — 1
derniéres lignes de la matrice C — Al est inversible car de déterminant 1. La matrice C — Al est donc de rang n — 1 au
moins ou encore dim(Ker(C — Al,)) < 1. Puisque A est valeur propre, on a plus précisément dim(Ker(C — Al,)) =1 et

donc
les sous-espaces propres de la matrice C sont donc des droites vectorielles. I

Déterminons alors les sous-espaces propres de C.
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Soient A une valeur propre complexe de la matrice C et X = (x{)1<i<n € Mn 1(C).

—aoXn = AXq

AX = AX =4 { Yie [[Z,Tlﬂ, Xio1 — Ai_1Xn = ?\Xi

Xn-1 = (an—l + )\)Xn
Xn-2 = 0an 2Xn +AXpn 1 = (an—Z +an 1A+ )\Z)Xn
= Xn—3 = Qn—3Xn + )\(an—z +an 1A+ )\Z)Xn = (an—3 +an 2A+ 0—11—1)\2 + }\3))(71

x1 = (@1 + @A+ ...+ an A2 A ey
ce qui montre que Ker(C — Al ) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur
(a1 +ad+...+an A" 24+ AT an s+ an A+ A% an1 +A 1),
DEUXIEME PARTIE : endomorphismes nilpotents

IT 4) Soit xo un vecteur tel que f*~'(xo) # 0. Vérifions que la famille (xo, f(xo), ..., f* ' (x0)) est une base de E. Puisque
card(f!(xo))o<i<n—1 =N = dim(E) < +oo, il suffit de vérifier que la famille (f*(xo))o<i<n_1 est libre.

n—1
Supposons par I’absurde qu’il existe (xo,...,xn_1) # (0,0,...,0) tel que Z aift(xg) = 0.

i=0
Soit k = Min{i € [0,n — 1]/ &4 # 0}. On a alors

n—1 n—1 n—1 n—1
D aiff(xo) =0= ) oifi(xg) =0= 1% <Z om“(Xo)) =0= ) oaf TR (xg) =0

i—0 i=k i=k i=k
= o f™ '(x0) = 0 (car pouri>k+1, n+i—k—1>net donc ™% " (xo) = 0)
= o = 0 (car f~' (xo) #0).

Ceci contredit la définition de k. La famille (xo, f(xo), ..., f™ ' (xo)) est donc une base de E et f est cyclique.

Si f est nilpotent d’indice n, alors f est cyclique. I

0 ... ... 0
1

Puisque f(f*1(xo)) = 0, la matrice de f dans la base (xo,f(x0),...,f" 1 (x0)) est 0o - qui est une
0 0 1 0

matrice compagne et donc la matrice compagne de f.

D’aprés la question 3), Kerf est de dimension au plus 1. Mais f étant nilpotent, f n ?est pas inversible et donc

dim(Kerf) = 1.

II 5) a) Soient x € E et k € [0,p —1].
x €N =f*x)=0=f(f*x)) =0=f*T(x) =0 = x € Ny,1.

Donc

3

vk € [0,p — 1], Nk C Nyy1. I

Soient k € [0,p — 1] et y € f(Ny1). Il existe x € N4 tel que y = f(x). Mais alors f¥(y) = f*(f(x)) = f*TT(x) =0 et
donc y € Ny. Ainsi

vk € [[O)p - 1ﬂv f(Nk+1) - Nk-
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b) D’aprés la question a), @ est bien une application de Ny 41 dans Ny, linéaire car f ’est. Le théoréme du rang permet
alors d’écrire

Ny1 = dim(Ny ;1) = dim(Kere) + dim(Ime)
= dim(Kerf N Ny ;1) + dim(f(Ng41)) = dim(Kerf) 4+ dim(f(Ny1)) (car Kerf = N7 C Ny41)
< dim(Kerf) + dim(Ny)
=1+ ny (d’apres 4)).

vk e [0,p — 1], niy1 <ny + 1. I

c) e Si nyg = Ny1(< 400) alors, puisque Ny C Ny (d’aprés 5)a)), on a N = Ny .
e Soit j > k + 1. Supposons que Nj = Ny et montrons que Nj;1 = Ni. On a déja Ny = Nj C Nj 1. Mais pour x € E,

x € Nju1 = 71 (x) =0 = F(f(x)) =0 = f(x) € Nj = N = f¥(f(x)) = 0= x € Niy1 = Ni.

et donc, N1 = Ny.

On a montré par récurrence que Vj > k+ 1, Nj = Ny.

Simg =Ny alors Vj > k+1, Nj = Ny.

On an, = dim(Kerf?) =n et Vk € [0,p — 1], nk < nixq1 < 1+ny. Par suite, N1 = ny ou nxq1 = ng + 1. Maintenant,
puisque fP~1 # 0 =P, NP~T £ N,, et le début de la question montre que Vk € [0,p — 1], nx1 =ny + 1.
Par suite, Yk € [1,p], nie =nq + (k— 1) =k ce qui reste vrai pour k = 0. En particulier, p =n, = n. On a montré que

p=mnet Vk € [0,n], ni =k.

TROISIEME PARTIE : une caractérisation des endomorphismes cycliques

III 6) f est cyclique donc il existe un vecteur xo tel que la famille (xo, f(xo), ..., f* 7' (xo)) soit une base de E.

Soit (xg, ..., %n_1) € C™.

oold + a1f+ ..+ oy 1 f T =0=x €, oox + o f(x) 4 oo + a1 1 (x) =0
= xoxo + o1f(xgo) + ... + ocan“*] (xo) =0
= 0o =& =...= ttn_1 = 0 (car la famille (xo, f(x0), ..., fn_1(x0)) est libre).

Donc

3

si f est un endomorphisme cyclique, la famille (Id, f, ..., f*~ ) est libre.

IIT 7) a) (f — A I)™* est un polyndme en f et donc commute avec f. On sait alors que Ex = Ker(f — A I)™* est stable
par f.

Les polynomes (X—2A,)™* sont deux & deux premiers entre eux (les Ay étant deux a deux distincts, ces polynomes pris deux
a deux n’ont pas de racines communes dans C). D’apreés le théoréme de décomposition des noyaux, Ker(P¢(f)) = E1®...®E,.
Mais d’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, P¢(f) = 0 et donc Ker(P¢(f)) = E. Finalement,

Vk € [1,p], f(Ex) CEx et E=F; & ... & Ep.

b) Puisque f laisse stable Ex, @y est bien un endomorphisme de Ey. Par définition de Ey, on a pour tout vecteur x élément
de Ey, (f —AI)™*(x) = 0 ou encore @™ (x) =0.

http ://www.maths-france.fr 3 © Jean-Louis Rouget, 2007. Tous droits réservés.



Notons fy la restriction de f a Ex (on a donc fx = Axldg, + @k). Puisque le polynome (X — Ax)™* est annulateur de fy,
Ax est I'unique valeur propre de fy (fx admettant au moins une valeur propre puisque K = C et que Ey #{0}). Par suite,
le polynéme caractéristique de fy est (X — Ay )4™(Ex)  On sait alors que ce polynéme divise le polynéme caractéristique
de f ce qui montre que

dlm(Ek) < mg.

P n

Maintenant, si pour un entier k € [1,p] on a dim(Ey) < my, alors Z dim(E;) < Z my =1, ce qui contredit le fait que
j=1 j=1

E=E1 @..®E,. Finalement,

Yk € [[],p]], dim(Ey) = my.

mkfl

Montrons que @™+~ #£ 0. Supposons par I’absurde que @ = 0 et considérons le polynéme

Q= (X—=A)mx! H(X—?\j)m" sip>2ouQ=X-AN)™ T =(X=A)" Tsip=1.
j#k
Pour i € [1,p], on a Q(fi) = 0 (des polyndmes en f commutent) et donc Q(f) = 0. Mais Q est un polynéme non nul

o)
de degré (my — 1) + Z my = Z my | —1 =n—1. L’égalité Q(f) = 0 fournit alors une combinaison linéaire nulle a
j#k j=1
coefficients non tous nuls de la famille (Id,f,f2, ..., f* ") ce qui contredit la liberté de cette famille. Donc

¢) @k est donc un endomorphisme nilpotent de Ey, d’indice my = dimEy. D’aprés la question 4), il existe une base %y
de Ex dans laquelle la matrice de @y est la matrice compagnon de format my

0 ... ... 0
1
0 )
0 O. 1 0
ou encore dans laquelle la matrice de fy est

M O 0

1

0

: .. .. 0

0 ... 0 T Ag

Soit # = %1 U...U HBx. D’apres la question 7)a), E=E; @ ... & E, et donc & est une base de E et la matrice de f dans
cette base a la forme désirée.

d) Il s’agit de vérifier que la matrice précédente est semblable & une matrice compagne qui ne peut étre, d’aprés la question
2), que la matrice compagne de Ps.

Soit donc C la matrice compagne de P¢ et g ’endomorphisme de matrice C dans une base donnée de E. Le polynéme
P

caractéristique de g est celui de f a savoir H(X —Ax)™* et d’autre part, g est cyclique d’apreés la question 1).

k=1
D’aprés la question 6), la famille (Id, g, ...,g""") est libre et d ?aprés la question 7), il existe une base de E dans laquelle
la matrice de g est la matrice diagonale par blocs du 7). C est donc semblable & cette matrice ce qui montre que f est
cyclique.

si (Id,f,...,f* 1) est une famille libre, f est cyclique.
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IIT 8) a) det(Q7 +AQ2) est un polyndome en A, non nul car det(Q1 +1Q2) = detQ # 0 et admet donc un nombre fini de
racines. R étant infini, il existe au moins un réel Ao tel que det(Q1+A0Q2) # 0 ou encore tel que la matrice P = Q1 +A0Q2
soit une matrice réelle inversible.

AeR/Q1+AQ2 e 92 (R)} # @.

Maintenant, en posant P = Q1 4+ Ao Q2,

A=QBQ '=AQ=0QB= AQ; +iAQ2 = Q1B +1iQ:B
= AQ1 = Q1B et AQ2 = Q2B (en identifiant les parties réelles et imaginaires puisque A et B sont réelles)
= A(Q1 +20Q2) = (Q1 +20Q2)B
= AP=PB= A=PBP .

Y(A,B) € (#+(R))?, (A et B semblables dans .#, (C) = A et B semblables dans .#, (R)).

b) Soit A la matrice de f dans une base donnée de E. D’aprés la question 7), A est semblable dans C & une matrice
compagne. Mais A est réelle, et donc cette matrice compagne est réelle. Ces deux matrices réelles sont semblables dans
M+ (C) et donce, d’apres la question a), dans .#, (R). Par suite, il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est
une matrice compagne. D’aprés la question 1), f est cyclique.

Si K =C ou K =R, f est cyclique si et seulement si la famille (Id, f,...,f*~') est libre.

QUATRIEME PARTIE : une autre caractérisation des endomorphismes cycliques

IV 9) a) Soit g € €(f). Puisque la famille (xo, f(xo), ..., f* ' (x0)) est une base de E, on peut poser

n—1
g(xo) = ) af (xo).
k=0

n—1
Posons encore h = Z o f* de sorte que 'on a déja g(xo) = h(xo). Plus généralement, pour j € [0,n — 1],
k=0

=h(f(x0)) (puisque h est un polynoéme en f et donc commute avec f)).

Ainsi, les endomorphismes g et h coincident sur une base de E et donc sont égaux. Par suite, g € K[f]. En résumé,
€ (f) c K[f]. Comme on a toujours K[f] C € (f), on a montré que

si f est cyclique, €(f) = KI[f].

b) Soit g € Z(E). S'il existe R € Ky,_1[X] tel que g = R(f) alors g est dans €(f).
Réciproquement, si g est dans €(f), d 7aprés la question a), il existe un polynéme P € K[X] tel que g = P(f). La division
euclidienne de P par Py fournit un polynéme Q et un polynéme R de degré au plus n — 1 tels que P = QP + R. Par suite,

g = P(f) = Q(f)oP¢(f) + R(f) = R(f) d’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON.

g est donc bien de la forme R(f) ou R est un polyndéme de degré au plus n — 1.

?(f) = Kn1[f].

IV 10) Supposons f non cyclique. D’aprés la question 7), la famille (Id,f,...,f*~") est liée et, en écrivant une relation de
dépendance, on voit qu'’il existe un entier p € [0,n. — 1] tel que f? € Vect(Id, f, ..., f?~1).
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Mais alors, par récurrence, pour k > p, f* € Vect(Id, f,...,f?~") (en effet, si pour k > p, f* € Vect(Id, f, ..., f?~") alors
f**+1 € Vect(f, ..., f?) C Vect(Id, f, ..., fP~1)).

Par suite, €(f) = K[f] = Vect(f*)xen = Vect(Id, f,...,f?~ 1) et en particulier, dim(K[f]) < p < n. Ceci contredit le
résultat admis dans le préambule de I’énoncé a savoir dim(%(f)) > n. On a montré que si ¢ (f) = K[f] alors f est cyclique.
Finalement

f est cyclique si et seulement si € (f) = KI[f].

CINQUIEME PARTIE : cycles

V 11) a) Pour k € [0,p — 1], fP(f*(x0)) = f*(fP(x0)) = f*(x0) = I(f*(x0)). Par suite, les endomorphismes P et I
coincident sur une famille génératrice de E et donc fP = 1.

si f est un p-cycle, fP = 1. I

b) & est un sous-ensemble de N, non vide (car xo est nécessairement non nul de sorte que k = 1 est dans &) et majoré
par n (car le cardinal d’une famille libre de E est majoré par la dimension de E). & admet donc un plus grand élément
que l'on note m.

c) Par définition de m, la famille (xo,f(xo),...,f™ '(x0)) est libre et la famille (xo,f(xo),...,f™(x0)) est lice. Par suite,
f™(xo) € Vect(xo, f(x0), ..., f™ 1 (x0)). De plus, si pour k > m, f¥(xo) € Vect(xo, f(x0), ..., f™ ' (x0)) alors

flt1 (xo) € Vect(f(xo),...,T™(x0)) C Vect(xo, f(xo0), ...,fm_] (x0)).

On a montré par récurrence que

Yk > m, f*(xo) € Vect(xo, f(xo), ..., F™ 1 (x0)).

La famille (xo,f(x0), ...,f™ 1 (xo)) est déja libre dans E. Vérifions que cette famille est génératrice de E.

On a déja m < n < p (car la famille (xo,f(xo),...,f™ 1 (x0)) est libre dans E et la famille (xo, f(xo),...,f?~'(x0)) est
génératrice de E). De plus, pour k > m, f*(xo) € Vect(xo, f(x0), ..., f™ "(x0)). Donc, E = Vect(xo, f(xo), ..., P (x0)) =
Vect(xo, f(xo), ..., T™ 1 (x0)) et la famille Vect(xo, f(xo), ..., f™ ' (x0)) est une base de E. On en déduit que

m =n et que f est cyclique. I

Le polynome XP — 1 est annulateur de f, non nul a racines simples dans C (car sans racine commune avec sa dérivée
pXP~1). Donc, f est diagonalisable. Par suite, I'’ordre de multiplicité de chacune de ses valeurs propres est exactement la
dimension du sous-espace propre associé. Mais, f étant cyclique, les sous-espaces propres de f sont d’aprés la question 3)
de dimension 1. Finalement, f admet n valeurs propres simples ou encore n valeurs propres deux a deux distinctes. Notons
que ces valeurs propres sont & choisir parmi les racines du polynéme XP — 1 et sont donc des racines p-iémes de 1 7unité.

f admet n valeurs propres deux a deux distinctes. I

0 ... ... 0 1
1 . 0
V 12) Si p = n, la matrice de f dans la base (xo,f(xo), ..., f" ' (x0)) est 0o . - : |. C’est une matrice
0 o 1 0
compagne et donc la matrice compagne de f.
Soit alors k € [1,n].
wnk wk
o~ o2k
—2k 1 —3
CUk = w = w K = (.UkUk.
. w .
o1k .
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V 13) Le coefficient ligne k, colonne 1 de la matrice MM vaut

n

iwkjwﬂ — iw*k"w“ = 3 (MY,
j=1

j=1 j=1

Maintenant, w'™* =1 & 1—k € nZ. Mais, puisque 1 <k <mnetl1<l<n,ona—(n—1)<l—k <n-—1. Mais alors, le
seul multiple de n compris entre —(n —1) et n — 1 étant 0, w'™* =1 & k =1. On a donc deux cas :

ler cas. Sik =1,

iw it = Z1_n

2¢me cas. Si k # 1,

1 —wtk 1 —wtk

i i i A S el NP

Ainsi, le coefficient ligne k, colonne 1 de la matrice MM vaut néy 1. On en déduit que MM = nl, ou encore que

M (lM) = (lM) M =1,,. Ainsi
n n

M € GL,(C) et M~ M.

:s|~

V 14)) On note que A = aol, + a1C + WwC2+ .. +an1C T =Q(C)ou Q =ap+ a1 X+ ...+ an_1 X" . D’aprés
les questions 11)c) et 12), f (ou C) a n valeurs propres deux & deux distinctes a savoir les wy, 1T < k < n, une base de
vecteurs propres associée étant (L, ..., Uy ) et est donc diagonalisable. La matrice dans la base canonique de .#; 1(C) de
la famille (U, ..., U, ) étant M, on a plus précisément

C=MDM! ou D = diag(w, w?,...,w™).
Mais alors,
A =Q(C) =MQ(D)M ! = Mdiag(Q(w), Q(w?),..., Q(w™))M .

Ainsi,

A est diagonalisable, Sp(A) = (Q(w), Q(w?),...,Q(w™)) ot Q = ap + a1 X + ... + an_1 X!
et une base de vecteurs propres de A est (Uy, ..., Uy).
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